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Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini mempunyai makna 
sebagai berikut: 
( )x t  : Kepadatan sel batang otak yang tidak 
terinfeksi pada waktu t 
( )y t  : Kepadatan sel batang otak yang terinfeksi 
pada waktu t 
( )M t  : Kepadatan makrofag pada waktu t 
( )T t  : Kepadatan TNF-  pada waktu t 
( )v t  : Kepadatan virus pada waktu t 
  : Laju proliferasi sel batang otak yang tidak 
terinfeksi virus 
  : Laju sel batang otak yang terinfeksi virus 
  : Laju kehilangan virus selama infeksi 
  : Efektivitas dari TNF-  inhibitor  
b  : Ukuran ledakan dari sel yang terinfeksi 
selama apoptosis 
K  : Daya dukung dari TNF-  
  : Degradasi TNF- disebabkan oleh aksi sel 
yang terinfeksi 
A  : Asal konstan dari makrofag 
s  : Tingkat simulasi dari makrofag oleh sel 
yang terinfeksi tanpa stimulus 
x  : Laju kehilangan virus selama terinfeksi 
y  : Laju kematian sel yang terinfeksi virus 
M  : Laju kematian makrofag 
T  : Laju degradasi TNF-  inhibitor 




1u  : Infus dari virus 
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Penelitian konstruksi model ini membahas tentang model matematika 
penyakit tumor otak glioma. Model matematika penyakit tumor otak glioma 
tersebut merupakan sistem persamaan nonlinier orde satu. Di dalam model 
matematika penyakit tumor otak glioma ini terdapat 5 (lima) variabel populasi, 
yaitu populasi sel batang otak yang tidak terinfeksi ( )x , populasi sel batang otak 
yang terinfeksi ( )y , populasi kepadatan makrofag ( )M , populasi kepadatan TNF-
alpha ( )T , dan populasi kepadatan virus ( )v . Pada penelitian ini membahas 
konstruksi model dari penyakit tumor otak glioma tersebut. Kontrol  yang 
digunakan adalah terapi Oncolytic atau yang biasa disebut dengan Virotherapy 
Oncolytic dan penghambat TNF-alpha. Penyelesaian kontrol optimal ini dengan 
menggunakan Prinsip Pontryagin maksimum yang kemudian akan didapatkan 
kondisi yang optimal,  persamaan state, dan  persamaan co-state. Kemudian 
disimulasikan dengan menggunakan metode runge kutta orde 4. Hasil dari 
penyelesaian kontrol optimal pengobatan tumor otak glioma dengan 
menggunakan adalah terapi Oncolytic dan penghambat TNF-alpha efektif untuk 
menekan penyebaran pertumbuhan tumor yang menyerang batang otak dengan 
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This research of  model construction discusses about the mathematical 
model of glioma brain tumor disease. The mathematical model of glioma brain 
tumor disease is a first order nonlinear system of equations. In the mathematical 
model of glioma brain tumor disease, there are five populations variables, namely 
population of uninfected brain stem cell ( )x , population of infected brain stem 
cells ( )y , density of  macrophage ( )M , density of TNF-alpha ( )T , and density of 
virus ( )v . This study discusses the construction model of the glioma brain tumor. 
The controls used were Oncolytic therapy or what is commonly known as 
Virotherapy Oncolytic and TNF-alpha inhibitor. The optimal control solution uses 
the maximum Pontryagin Principle which will produce the optimal conditions, 
state equations, and co-state equations. Then it was simulated using the Runge-
Kutta order 4 method. The results of the completion of optimal control of the 
treatment of glioma brain tumors using Oncolytic therapy and TNF-alpha 
inhibitors were effective to suppress the spread of tumor growth that attacks the 






و  Oncolyticتحكم األمثل في عالج ورم الدماغ الدبقي مع عالج . ال0202نوجكراحيني، فيرا ريان. 
TNF-  .رسالة اجلامعي. قسم الرياضي، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة موالنا مالك مثبط
( 2تور عثمان فكالي، ادلاجستري )( الدك1إبراهيم اإلسالمية احلكومية ماالنج. ادلشرؼ: )
 الدكتورة حيين وداياين، ادلاجستري
تحكم األمثل، بناء منوذج دلرض الورم يف ادلخ، مبدأ بونرتياجني األقصى، عالج الالكلمات المفتاحية: 
Oncolytic ،TNF- مثبط 
الدماغ الدبقي. النموذج الرياضي دلرض  إن حبث هذا النموذج يبحث عن النموذج الرياضي دلرض ورم
ورم الدماغ الدبقي هو نظام متماثل غري خطي من الدرجة األوىل. يف هذا النموذج الرياضي دلرض ورم الدماغ 
)الدبقي، هناك مخسة متغريات اجملتمع، وهي عدد اخلاليا اجلذعية الدماغية غري ادلصابة  )x وعدد اخلاليا ،
)اجلذعية الدماغية ادلصابة  )y وكثافة البالعم ،( )Mوكثافة ، TNF-alpha  ( )T وكثافة الفريوس ،( )v.  هذا
أو ادلعروؼ بػ  Oncolyticعالج  يالضوابطة ادلستخدمة ه .البحث يبحث عن منوذج البناء لورم الدماغ الدبقي
Virotherapy Oncolytic   ومثبطTNF-alpha بونرتياجني األقصى . وحل التحكم األمثل باستخدام مبدأ
 واحملاكاة باستخدام طريقة .وبعد ذلك سيحصل على الظروؼ ادلثلى ومتماثالت احلالة ومتماثالت احلالة ادلشرتكة
runge kutta  عالج باستخدام  ة من حل التحكم األمثل يف عالج ورم الدماغ الدبقي. النتيج4حسب الرتتيب











1.1 Latar Belakang 
Di zaman yang serba modern  ini, perkembangan teknologi di berbagai 
kehidupan berkembang begitu cepat dan sangat melesat. Seiring dengan 
perkembangan zaman yang didukung dengan perkembangan teknologi canggih, 
banyak aspek  kehidupan yang memanfaatkan hal tersebut agar lebih praktis 
dalam melakukan pekerjaan. Salah satu aspek kehidupan yang memanfaatkan 
perkembangan teknologi yaitu dalam bidang biologi, fisika, kesehatan, dan 
ekonomi. Pemodelan matematika di bidang kesehatan telah banyak digunakan 
untuk menganalisis dinamika penyebaran serta tingkat keefektifan strategi 
pencegahan suatu penyakit (Fourianita dkk, 2018). Bentuk pemanfaatan dari 
pemodelan matematika di bidang kesehatan yaitu menyelesaikan permasalahan 
tentang model matematika dari penyakit tumor otak.  
Ratajczyk, dkk (2018) menyatakan bahwa model untuk pengobatan yang  
dikombinasi antara virus Oncolytic dan TNF-α inhibitor untuk pengobatan pada 
penyakit tumor otak (glioma) yang diformulasikan dalam analisis sebagai masalah 
kontrol yang optimal. Prinsip maksimum merupakan metode yang digunakan 
untuk optimalitas yang diperlukan, dengan menggunakan prinsip Maksimum 
Pontryagin bisa menentukan kandidat untuk kontrol optimal. Analisis 
permasalahan kontrol optimal untuk penyakit tumor otak (glioma) akan lebih 
dimengerti setelah melakukan simulasi numerik dengan menggunakan bantuan 




 Yuyun, 2017 menyatakan otak merupakan salah satu organ yang penting 
di dalam tubuh makhluk hidup. Otak berfungsi sebagai pengendali seluruh 
kegiatan yag dilakukan oleh tubuh. Apabila fungsi otak terganggu, maka seluruh 
koordinasi di dalam tubuh akan terhambat. Salah satu penyakit otak yang harus 
diwaspadai yaitu tumor otak. Terbentuknya penyakit tumor otak dikarenakan 
adanya pertumbuhan jaringan sel yang abnormal dimana sel tersebut terus tumbuh 
secara tidak terkontrol. Tumor otak glioma merupakan tumor yang diakibatkan 
karena adanya sesuatu yang  timbul dalam sistem saraf pusat dan dapat dijumpai 
beberapa derajat diferensiasi glia. Beberapa faktor yang menyebab penyakit tumor 
otak diantaranya adalah radiasi, substansi karsinogenik, virus, dan gaya hidup 
yang tidak sehat. Pengobatan pada tumor biasanya dilakukan dengan cara operasi 
pengangkatan tumor menggunakan cara radiasi dan kemoterapi untuk membunuh 
sel tumor yang tersisa (Setiati, 2009).  
Kesehatan adalah suatu hal yang penting dalam mendukung kelangsungan 
hidup. Pola kehidupan yang sehat akan dapat mempermudah makhluk hidup 
dalam menjalankan aktifitas kesehariannya. Kontrol Optimal untuk Pengobatan 
Tumor Otak glioma dengan menggunakan virus oncolytic adalah salah satu 
pengobatan menggunakan virus yang sudah teruji di beberapa penelitian dalam 
bidang kesehatan. Virus oncolytic adalah virus yang bersifat kompeten kemudian 
diubah secara genetis yang kemudian menginfeksi dan bereproduksi di dalam sel 
kanker, tetapi pada prinsipnya tidak membahayakan sel normal. Jadi dalam kata 
lain virus oncolytic berfungsi untuk melisiskan sel yang tumbuhnya abnormal agar 
tidak menular ke sel tetangga yang normal. Pengobatan dengan virus oncolytic 




terdiri dari penggunaan virus yang kompeten untuk replikasi menginfeksi dan 
membunuh sel tumor tanpa merusak sel sehat. Saat suatu bagian terinfeksi, 
banyak virus baru yang diluncurkan dan menyebar menginfeksi sel tumor 
tetangga. Istilahnya, proses tersebut bisa memberantas sel tumor (Ratajzcyk, 
2018).  
Makhluk hidup yang hidup di dunia terdiri dari manusia, hewan dan 
tumbuhan. Makhluk  hidup tidak bisa lepas dari yang namanya ujian hidup. 
Manusia merasakan sakit juga merupakan salah satu ujian yang dialami oleh 
manusia tersebut. Dengan adanya rasa sakit Allah SWT memberikan teguran agar 
senantiasa bersyukur atas semua yang diberikan oleh Allah SWT. Allah SWT 
menurunkan penyakit kepada hambanya dengan penyakit yang berbeda-beda. 
Sebagai manusia harus mempunyai keyakinan bahwa jika Allah SWT 
menurunkan penyakit pasti juga menurunkan obatnya. Sebagaimana firman Allah 
dalam QS. asy-Syu’ara ayat 80 yaitu: 
“Dan jika aku sakit, Ia menyembuhkan aku” (QS. asy-Syu‟ara: 80). 
Berdasarkan  QS. asy-Syu’ara ayat 80 yaitu ketika manusia  diberikan suatu 
ujian berupa sakit, maka Allah SWT-lah yang akan menyembuhkan ujian tersebut. 
Sebagai manusia harus berusaha dan berdo’a memohon kesembuhan kepada Allah 
SWT.  
Selain dengan menggunakan virus oncolytic pengobatan tumor otak dengan 
menggunakan TNF-  inhibitor. TNF-  inhibitor adalah salah satu mediator 
inflamasi. Ketika bagian tubuh mengalami inflamasi atau peradangan, bagian 
tubuh tersebut akan menghasilkan banyak TNF-  begitu juga dengan otak. TNF-  




yang lain agar bisa memberikan peringatan ke tubuh saat mengalami inflamasi. 
TNF-  inhibitor memiliki banyak peran yang digunakan untuk metabolisme. 
Metabolisme yang dilakukan seperti proliferasi sel, diferensiasi, apoptosis, 
metabolisme lipid, serta koagulasi sel. TNF-  inhibitor merupakan sebuah 
mediator yang diproduksi oleh makrofag. TNF-  diaktifkan oleh sel T-limfosit, 
antigen, dan sel NK. TNF-  inhibitor bekerja terhadap leukosit dan endotel, yang 
berfungsi menginduksi inflamasi akut pada kadar rendah, karena pada dasarnya 
TNF-  merupakan pirogen yang kuat. Jadi ketika seseorang diberikan TNF-  
inhibitor, artinya TNF-  mempunyai fungsi untuk menghambat produksi dan 
kinerjanya TNF-  sendiri agar inflamasi atau kerusakan pada sel tidak meluas 
(Ivander, 2015). 
Pada penelitian Army, dkk (2018) tentang Kontrol Optimal Terapi Obat dan 
Viroterapi melalui pendekatan Linear Parameter Varying (LPV) menyatakan 
bahwa dengan menggunakan kombinasi antara viroterapi dan terapi obat yang 
ditetapkan sebagai kontrol akan meminimalkan efek samping terapi. Sedangkan 
penelitian yang dilakukan oleh Via, dkk (2016) membahas tentang analisa 
kestabilan model matematika untuk pertumbuhan kanker menggunakan oncolytic 
virotherapy. Pemodelan ini diperlukan untuk mengetahui perilaku antara sel 
tumor dan virus yang diinjeksikan ke dalam sel tumor. Pada aspek ini, pemodelan 
matematika dapat digunakan untuk melihat secara keseluruhan hasil dari 
perolehan dan perbandingan untuk mengoptimalkan penyembuhan kanker. Tujuan 
menggunakan virotherapy adalah untuk melisiskan atau  mengeliminasi sel tumor. 
Pada modelnya, dapat diasumsikan bahwa tumor benar-benar tereliminasi ketika 




Berdasarkan penelitian tersebut, penelitian ini akan membahas tentang 
masalah kontrol optimal pengobatan tumor otak glioma  dengan terapi oncolytic 
dan TNF-  inhibitor. Kombinasi antara terapi oncolytic dan TNF-  inhibitor ini 
dapat diteliti karena kerjanya saling mendukung. Dengan menggunakan Prinsip 
Maksimum Pontryagin untuk mengoptimalkan virus oncolytic dan TNF-  
inhibitor sehingga pertumbuhan sel tumor otak glioma dapat ditekankan.  
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan  latar belakang diatas maka rumusan masalah dalam penelitian ini 
adalah bagaimana menganalisis kembali konstruksi model dari kontrol optimal 
pengobatan tumor otak glioma dengan terapi oncolytic dan TNF-  Inhibitor? 
 
1.3 Tujuan Penelitian 
Berdasarkan  rumusan masalah diatas maka tujuan penelitian ini adalah untuk 
menganalisis kembali konstruksi model dari kontrol optimal pengobatan tumor 
otak glioma dengan terapi oncolytic dan TNF-  Inhibitor. 
 
1.4 Batasan Masalah 
Berdasarkan penelitian di atas, peneliti membatasi permasalah agar sesuai 
dengan yang dimaksudkan dalam penelitian sebagai berikut: 
1. Model matematika kontrol optimal pengobatan Tumor Otak Glioma  
dengan Terapi Oncolytic dan TNF-  Inhibitor dan parameter yang 
digunakan dalam penelitian ini diambil dari Ratajczyk, dkk (2018). 





3. Menggunakan metode Runga Kutta Orde-4 dan beda hingga. 
 
1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Mengetahui pengobatan tumor otak glioma dengan terapi oncolytic dan 
TNF-  inhibitor. 
2. Mengetahui bahwa penyebaran penyakit tumor otak glioma dapat 
ditekankan dengan terapi oncolytic dan TNF-  inhibitor. 
 
1.6 Metode Penelitian 
Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur dengan 
langkah-langkah penelitian sebagai berikut: 
1. Menganalisis konstruksi model kontrol optimal pengobatan tumor otak  
glioma dengan terapi oncolytic dan TNF-  inhibitor. 
2. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pengobatan tumor otak  glioma 
dengan terapi oncolytic dan TNF-  inhibitor. 
3. Membentuk persamaan differensial ke dalam fungsi Hamiltonian. 
4. Menyelesaikan fungsi Hamiltonian menggunakan Prinsip Pontryagin 
Maksimum dengan memenuhi kondisi stasioner, persamaan state dan 
persamaan co-state. 
5. Menentukan fungsi Hamiltonian yang optimal. 
6. Memberikan hasil kontrol yang optimal. 
7. Memberikan hasil simulasi kontrol optimal model. 




1.7 Sistematika Penulisan 
Agar penulisan hasil penelitian lebih teratur maka digunakan sistematika 
penulisan yang terdiri dari empat bab. Pembagian di masing-masing bab terdiri 
dari subbab dengan perumusan sebagai berikut: 
BAB I  PENDAHULUAN 
Bab pendahuluann berisikan tentang latar belakang penelitian, 
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasa 
masalah, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 
BAB II KAJIAN PUSTAKA 
Bab kajian pustaka ini berisikan tentang kajiaan-kajian yang 
mendasari pokok pembahasan yang mendukung bagian 
pembahasan yang memiliki hubungan penelitian. Landasan teori 
tersebut diantaranya, persamaan diferensial, teori kontrol optimal, 
indeks perfrmansi, formulasi masalah kontrol optimal, fungsi 
hamiltonian, prinsip maksimum pontryagin, metode beda hingga, 
metode runge kutta orde 4, tumor,  TNF-  inhibitor, viroterapi 
oncolytic, model matematika dari pengobatan Tumor Otak Glioma 
dengan Terapi Oncolytic dan TNF-  Inhibitor, dan pengobatan 
dalam perspektif Islam. 
BAB III PEMBAHASAN 
Bab pembahasan ini berisikan tentang model kontruksi model 
matematika dari pengobatan Tumor Otak Glioma dengan Terapi 




penyelesaian kemudian disimulasikan menggunakan software 
Matlab. 
BAB IV PENUTUP 
Bab penutup ini berisikan tentang kesimpulan dan saran-saran 






2.1. Persamaan Diferensial 
Persamaan diferensial terbentuk sebagai suatu model matematika yang 
berasal dari ketertarikan dan keingintahuan seseorang tentang perilaku atau 
fenomena  perubahan sesuatu di dunia nyata. Dengan mengamati suatu fenomena 
pertumbuhan, seseorang ingin mengetahui bagaimana model dari 
pertumbuhannya. Selain itu seseorang  juga ingin mengetahui kapan tumbuhan 
tersebut dipanen atau bahkan akan punah (Kartono,2012). 
Pada dasarnya persamaan diferensial dibagi menjadi dua macam, yaitu 
Persamaan Diferensial Biasa atau yang biasa disebut dengan (PDB) dan 
Persamaan Diferensial Parsial (PDP) (Risnawati, 2017). Turunan dari persamaan 
diferensial tersebut dilambangkan dengan 
  
  





   (2.1) 
dimana   merupakan variabel bebas dan   adalah variabel terikat. 
2.1.1. Persamaan Diferensial Linier 
Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa linier orde satu 





    (2.2) 
  dan   merupakan koefisien konstan (Boyce dan DiPrima 2009). 
2.1.2. Persamaan Diferensial Non-linier 
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merupakan derivatif fungsi    terhadap    (Kartono, 2012).  
  
2.2. Teori  Kontrol Optimal 
Berdasarkan prinsipnya, tujuan utama dari kontrol optimal adalah untuk 
menentukan signal yang akan diproses dalam plant dan memenuhi konstrain fisik. 
Kemudian pada waktu yang sama dapat ditentukan ekstrim 
(maksimum/minimum) yang sesuai dengan kriteria fungsi tujuan. Alur kontrol 
optimal dapat dilihat pada gambar berikut: 
Gambar 2.1 Alur Kontrol Optimal 
Pada Gambar 2.3.1 Katrina (2018) menyatakan bahwa masalah 




tanda * menyatakan kondisi optimal yang akan mendorong dan mengatur 
plant P dari keadaan awal sampai keadaan akhir dengan beberapa 
konstrain pada kontrol dengan keadaan  dan waktu yang sama. Hal itu 
dapat ditentukan dengan melihat keadaan ekstrim berdasarkan fungsi 
tujuan (performance index) yang diberikan. 







J u t u t C u t u t dt
 
   
 
  (2.4) 
Dengan fungsi kendala atau tanpa kendala. 
 
2.3. Indeks Performansi 
Indeks performansi merupakan suatu ukuran kuantitas dari tujuan sebuah 
sistem. Di dalam masalah kontrol optimal, pada bagian fungsi tujuan yaitu untuk 
menemukan kontrol yang menyebabkan suatu sistem dinamik mencapai sebuah 
target dengan beberapa bentuk sebagai berikut: 
a) Indeks performansi sistem kontrol optimal waktu 
Di dalam indeks performansi untuk sistem kontrol optimal waktu 
terdapatnya sistem dari state awal 0( )x t  ke state akhir ( )fx t  dalam waktu 
yang minumum dengan persamaan sebagai berikut: 
0




J x u t dt t t t     (2.5) 
b) Indeks performansi di dalam sistem kontrol optimal pembangkit 
Pandang di dalam masalah pesawat ruang angkasa, diberikan ( )u t  sebagai 




sebanding dengan tingkat penggunaan pembangkit tersebut. Untuk 
meminimalkannya maka indeks performasinya adalah: 
 
0
, , ( )
ft
t
J x u t u t dt   (2.6) 
dalam beberapa kontrol ditulis: 
0
1




J x u t R u t dt

   (2.7) 
di mana R merupakan faktor bobot. 
c) Indeks performansi sistem kontrol energi minimum 















adalah seluruh kekuatan atau total dari seluruh tingkat pengeluaran energi dari 
jaringan tersebut. Penyelesaian dalam masalah meminimalkan pengeluaran 








J x u t u t R dt

   (2.8) 
dengan bentuk umum sebagai berikut: 
0
( , , ) '( ) ( )
ft
t
J x u t u t Ru t dt   (2.9) 
Keterangan: 
R adalah matriks definit yang positif jika ' 0u Ru   untuk sembarang vektor 
0u  , dimana untuk m mR R  dan („) menunjukkan tranpos. 





( , , ) '( ) ( )
ft
t
J x u t x t Qx t dt   (2.10) 
dimana ( )dx t  merupakan nilai yang diinginkan, sdangkan untuk ( )ax t  adalah 
nilai yang sebenarnya, dan untuk ( ) ( ) ( )a dx t x t x t   adalah error nya. Q  
merupakan bobot yang berupa semi-definit positif. 
d) Indeks performansi sistem kontrol batas akhir 
Di dalam masalah target terakhir untuk meminimalkan error antara posisi 
target yang diinginkan ( )d fx t  dan untuk posisi target yang sebenarnya ( )a fx t  
di akhir waku 
ft . Hasil akhir error adalah ( ) ( ) ( )f a f d fx t x t x t   untuk 
menjaga nilai positif dan negatif dari error dan faktor bobot maka disusun 
nilai biaya sebagai berikut: 
 '( ) ( )f fJ x t Fx t  (2.11) 
yang disebut dengan fungsi biaya akhir, dan F adalah matriks semi-definit 
positif. 
e) Indeks performansi sistem kontrol optimal secara umum 








J x t Fx t x t Q t u t Ru t dt    (2.12) 
Atau 
0




J x u t S x t t V x t u t t dt    (2.13) 




Persamaan (2.12) disebut kuadratik (pada hal state dan kontrol). Maka 
masalah yang ditimbukan dalam ontrol optimal diklasifikasikan dalam indeks 
performansi. Indek performansi yang mengandung fungsi biaya akhir disebut 
dengan masalah Mayer. Indeks performansi yang hanya memiliki biaya integral 
disebut dengan masalah Lagrange dan untuk indeks performansi yang 
mengandung fungsi biaya akhir dan biaya integral disebut dengan masalah Bolza 
(Naidu, 2002). 
 
2.4. Formulasi Masalah Kontrol Optimal 
Diberikan masalah kontrol optimal dengan fungsi tujuan yang befungsi untuk 
meminimumkan atau memkasimumkan yaitu sebagai berikut: 
0
( , ) ( ( ), ( ), )
T
J x t f x t u t t dt   (2.14) 
Dengan kendala  
 1 ( ( ), ( ), )x g x t u t t  (2.15) 
0(0)x x  dan ( ) Tx T x  
( ) ,mu t R   [0, ]t T  . 
Keterangan: 
*( )u t  merupakan variabel kontrol ( )u t  yang optimal. Selanjutnya, *( )u t  
disubstitusikan ke persamaan state kendala yang kemudian didapatkan state 
yang optimal *( )x t  (Itik, 2016). 
2.5. Fungsi Hamiltonian 
Suzanne (2007) menyatakan bahwa bentuk fungsi Hamiltonian adalah 




berbentuk persamaan diferensial ( , , )g t x u dengan suatu faktor pengalu yang 
dinamakan pengali Lagrange ( )t  yang kemudian dibentuk ke dalam fungsi 
Hamiltonian sebagai berikut: 
            , , , , ,H f t x t u t t g t x t u t   (2.16) 
dan  
       
  (                  )
  
  
        
Variabel co-state  yang dilambangkan dengan ( )t  dilibatkan dalam masalah 








( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , )
( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) .. ( ( ) ( , , )
( , , )
( , , , ) ( , , ) , ... ( , , )
.
.







H x u t f x u t t g t x u
H x u t f x u t t g t x u t g t x u
g t x u
H x u t f x u t g t x u
g t x u
 
  
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 















( , , )f x u t  merupakan fungsi tujuan yang dioptimalkan. 






 1( , , )g t x u
2 ( , , )g t x u
 










2.6. Prinsip Maksimum Pontryagin 
Diberikan Prinsip Maksimum Pontryagin sebagai berikut. Misal diberikan 
masalah kontrol optimal 
      
0
, , , ,
T
maxJ u S x T T F x u t dt    (2.18) 
      0 , , , 0kendala x t f x u t x x   
Syarat perlu agar suatu u* menjadi kontrol optimal pada persamaan adalah 
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5.                                     (Taufik, 2018) 
 
2.7. Metode Beda Hingga 
Menurut Chapra dan Canale (1985) teori sederhana dalam hampiran numerik 
agar dapat diperoleh melalui ekspansi deret Taylor dari        sekitar    




f t h f t hf t f t f t         
Pengurangan      dari kedua sisi dan membagi kedua sisi dengan ukuran 
langkah   menghasilkan: 
  
   





f t h f t h h
D t h f t f t f t
h
 
        




dengan      menyatakan suku galat pemotongan yang sebanding dengan   untuk 
| |     Maka didapatkan hampiran beda maju (forward difference 
approximation) untuk       
  
   
1 ,f




  (2.19) 
yang memiliki galat sebanding dengan ukuran langkah   yang ekivalen dengan 
orde dalam     
Kemudian dengan mensubstitusikan    dan   ke dalam persamaan          
maka diperoleh hampiran beda mundur (backward difference approximation) 
untuk       
  
   
1 ,g




  (2.20) 
Maka diperoleh hampiran beda pusat (central difference approximation) untuk 
       
         
             
  
 
       
  
  
       
  
  
         
             
Yang mempunyai galat sebanding dengan    yang serupa dengan persamaan 
tersebut di atas. 
2.8. Metode Runge Kutta Orde 4 
Chapra dan Canale (2007) menyatakan bahwa metode Runge Kutta adalah 
suatu metode penyelesaian masalah nilai awal persamaan differensial dengan 
pendekatan iterasi numerik, sehingga metode Runge Kutta efisien untuk 




Runge-Kutta orde 4. Metode ini banyak digunakan karena mempunyai ketelitian 
lebih tinggi dengan bentuk: 
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 









i ik f x h y hk
 







i ik f x h y hk
 
   
 
 (2.23) 
 4 3,i ik f x h y hk    (2.24) 
 
2.9. Tumor Otak 
Vinny, dkk (2014) menyatakan tumor otak adalah penyakit berbahaya kedua 
yang menyebabkan kematian bagi pria dewasa dan merupakan penyakit berbahaya 
kelima yang menyebabkan kematian bagi wanita dewasa. Pada stadium awal, 
gejala penyakit tumor otak sangat sulit diketahui karena batas tumor masih tidak 
jelas, kekontrasannya rendah dan terkadang mirip seperti jaringan normal. 
Gejala yang dialami penyakit ini dapat bervariasi, namun rasa sakit (nyeri) 
yang berkepanjangan pada kepala adalah gejala yang paling sering dialami. Gejala 
lain dari tumor otak meliputi sakit kepala secara bertahap menjadi semakin sering 
dan semakin parah, mual dan muntah tanpa sebab, gangguan ingatan, kejang, 
kesemutan dan mati rasa di lengan dan kaki, gangguan penglihatan seperti, 
penglihatan kabur, masalah yang berhubungan dengan indra pendengaran, 




Gejala penyakit tumor otak yang tidak spesifik seperti demam, serta denyut 
nadi dan laju pernafasan yang abnormal (cepat atau lambat). Dari beberapa jenis 
penyakit tumor otak, yang banyak terjadi yaitu tumor otak glioma. Tumor otak 
glioma  termasuk dalam kategori tumor yang dimulai dari organ batang otak atau 
bisa pula tulang belakang. Dikatakan glioma karena tumor tersebut berasal dari 
sel- sel glial. Glioma sendiri memiliki 3 klasifikasi yang berlainan, diantaranya :  
a) Astrocytomas, yakni kategori yang paling umum yang mampu ditemukan 
terhadap anak- anak dan orang dewasa. Berasal dari sel astrosit. 
b) Ependymomas, yakni jenis tumor yang berasal dari sel ependymal 
c) Oligodendrogliomas, yakni jenis tumor yang berkembang dari sel 
oligodendrocytes yang menciptakan zat lemak putih menutupi saraf 
kepada otak yang dinamakan myelin (Vinny dkk, 2014). 
2.9.1. Tumor Otak Primer 
Tumor otak primer adalah tumor otak yang tumbuh langsung dari jaringan 
intrakranial, baik dari otak itu sendiri, central nervus system, maupun selaput 
pembungkus otak (selaput meningen) (Sari, 2014). Yeni (2017) menyatakan 
bahwa tumor otak primer adalah tumor otak yang dimulai dari otak (benigna). 
Tumor otak primer dapat didefinisikan sebagai pertumbuhan jinak atau ganas 
yang muncul di jaringan intrakranial sebagai kelompok, mereka heterogen, 
bervariasi.  
2.9.2. Tumor Otak Sekunder 
Tumor otak sekunder atau yang biasa disebut dengan metastasis otak adalah 
tumor otak sekunder yang jumlahnya empat kali melebihi jumlah tumor otak 




terjadi karena tumor otak sekunder adalah tumor yang berasal dari kanker yang 
tumbuh di bagian tubuh lain kemudian menyebar ke otak. 
 
2.10. Tumor Necrosis Factor Alpha (TNF-   
Tumor necrosis factor alpha (TNF- ) merupakan sitokin yang disekresi oleh 
makrofag dan innate imun sel yang lain. Infeksi yang berat dapat memicu 
produksi TNF dalam jumlah besar yang menimbulkan reaksi sistemik, artinya 
ketika tubuh mengalami peradangan atau inflamasi makan akan menghasilkan 
TNF   yang banyak. Dikatakan TNF untuk TNF-α karena dasar historis dan 
untuk membedakannya dari TNF-β atau limfotoksin. Sumber utama dari TNF-α 
adalah fagosit mononuklear dan sel T. IFN-γ yang diproduksi sel T dan sel NK 
berfungsi untuk merangsang makrofag salah satunya meningkatkan sintesis TNF. 
TNF-α mempunyai beberapa fungsi dalam proses inflamasi, yaitu dapat 
meningkatkan peran pro trombotik dan merangsang molekul adhesi dari sel 
leukosit serta menginduksi sel endotel.  TNF-α berperan dalam mengatur aktivitas 
makrofag dan respon imun dalam jaringan dengan merangsang faktor 
pertumbuhan dan sitokin lain, berfungsi sebagai regulator dari hematopoetik serta 
komitogen untuk sel T dan sel B serta aktivitas sel neutrofil dan makrofag 
(Ivander, 2015). Menurut Satimin (2005), kerusakan jaringan otak akibat ekspresi 
sitokin IL-1β dan TNF-α akan mempengaruhi neuron dopaminergik, mulai dari 
mempengaruhi mekanisme dopamine release, dopamine reuptake, densitas dan 
afinitas reseptor D1 dopamin maupun reseptor D2 dopamin, serta kerusakan yang 
lebih parah lagi. Kerusakan yang terjadi pada neuron dopaminergik ini akan 




2.11. Viroterapi Oncolytic 
Glorya (2016) menyatakan viroterapi adalah salah satu terapi yang paling 
menjanjikan dalam pengobatan tumor yang dapat dikombinasikan dengan 
kemoterapi untuk mempercepat laju penyembuhan. Viroterapi oncolytic adalah 
suatu jenis pengobatan tumor yang menggunakan virus oncolytic. Usaha 
penyembuhan tumor dengan menggunakan oncolytic virotherapy telah dimulai 
sejak pertengahan abad ke-20. Usaha awal difokuskan pada penemuan virus 
dengan sifat oncolytic alami, karena belum adanya teknologi yang mampu 
melakukan rekayasa genetika pada virus. Beberapa penelitian telah dilakukan 
menggunakan berbagai macam virus, diantaranya virus Hepatitis B untuk 
penyembuhan kanker kelenjar getah bening, virus Egytp 101 untuk penyembuhan 
berbagai jenis kanker, adenovirus untuk penyembuhan kanker serviks, dan lain-
lain (Via, 2016).  
 
2.12. Interpretasi Model 
Pada artikel Ratajczyk (2018) menganalisis model matematika untuk 
pengobatan glioma dengan viroterapi Oncolytic dan penghambat TNF-α. Model 
pengobatan penyakit tumor otak glioma ini tersusun dari persamaan diferensial. 
Di dalam artikel tersebut terdapat lima persamaan yang terdiri dari lima dimensi 
dengan keadaan yaitu kepadatan sel batang otak yang tidak terinfeksi tumor 
(    ), kepadatan sel batang otak yang terinfeksi tumor (    ), kepadatan virus 
(    ), kepadatan makrofag (    ), dan konsentrasi penghambat TNF-α (    ). 
Kelima model tersebut dirancang untuk mengendalikan kontrol untuk 




Oncolytic yang seharusnya disuntikkan, dan yang kedua      mewakili 
banyaknya konsentrasi penghambat TNF-α. Dinamika model dapat dituliskan 

























dt u K T






b y xv v u
dt
       
Variabel      merupakan sel batang otak yang tidak terinfeksi virus pada 
waktu     dimana   menyatakan laju proliferasi sel batang otak yang tidak 
terinfeksi virus. Sel otak yang tidak terinfeksi akan berkurang yang dipengaruhi 
oleh  .   adalah laju sel batang otak yang terinfeksi virus   yang menyebabkan 
tumor, dan    merupakan laju kehilangan virus selama menginfeksi. Secara 






x v x     (2.23) 
Perubahan populasi sel batang otak yang tidak terinfeksi virus terhadap waktu 
dipengaruhi oleh laju   yaitu laju proliferasi sel batang otak yang tidak terinfeksi 
virus. Proliferasi adalah fase saat mengalami pengulangan siklus sel. Saat    
masuk dan dipengaruhi oleh   maka interaksi     yang merupakan gambaran dari 




infeksi tergantung dari     Saat   terinfeksi maka sel tersebut akan mati maka    
merupakan nilai tingkat kematiannya.  
Variabel      menggambarkan kepadatan sel batang otak yang terinfeksi 
virus pada waktu    . Berkurangnya efektivitas dari aksi inhibitor TNF   pada 
saat terinfeksi   maka nekrotik sel terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   akan 






    

   (2.24) 
Perubahan populasi sel batang otak yang terinfeksi virus terhadap waktu 
dipengaruhi oleh interaksi     dari persamaan sebelumnya. Saat efektivitas dari 
aksi inhibitor TNF   pada saat terinfeksi   berkurang maka nekrotik sel 
terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   akan mengalami kematian disimbolkan 
dengan  . Pada saat kepadatan TNF   berbanding terbalik dengan penjumlahan 
antara kapasitas yang memuat TNF   dengan kepadatan TNF   maka laju 
kematian sel yang terinfeksi    akan berkurang.  
Variabel      menggambarkan kepadatan makrofag dalam waktu        
menggambarkan asal konstan dari makrofag dengan    merupakan laju kematian 






    (2.25) 
Saat   mulai masuk dan tingkat simulasi dari makrofag oleh sel yang 
terinfeksi tanpa stimulus    terhadap makrofag   yang dipengaruhi oleh  , maka 




bertanggung jawab atas respon tumorigenik sistem kekebalan yang dipicu oleh sel 
yang terinfeksi    Selanjutnya      menggambarkan kepadatan TNF   pada 








dt u K T





    
  menggambarkan produksi dari TNF   oleh makrofag.   merupakan 
laju produksi dari TNF   yang berbanding terbalik dengan proporsi     .    
yang merupakan banyaknya infus dari TNF   yang akan disuntikkan pada sel 
yang terinfeksi. Sedangkan   merupakan degradasi dari TNF   yang disebabkan 
oleh aksi dari sel yang terinfeksi dipengaruhi oleh sel yang terinfeksi. T
menggambarkan laju degradasi TNF  . Artinya semakin banyak TNF   yang 
dimasukkan maka kerusakan sel yang diakibatkan oleh y  tidak meluas.    juga 
dipengaruhi oleh laju nekrotik sel terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   yang 
menyebabkan laju degradasi TNF   akan berkurang.  
Variabel      menggambarkan kepadatan virus yang menyebabkan tumor 
pada waktu    . Sebuah ukuran ledakan dari sel yang terinfeksi selama sel 




b y xv v u
dt
       (2.27) 
Persamaan di atas menggambarkan perubahan populasi kepadatan virus 
yang menginfeksi sel batang otak yang dipengaruhi oleh waktu     disebabkan 
oleh pasokan baru virus yang dilepaskan setelah kematian sel tumor yang 




melalui penyerapan oleh sel-sel tumor yang tidak terinfeksi. Kemudian saat laju 
lisis virus    berkurang maka kontrol dari    infus dari virus akan ditambahkan. 
 
2.13. Pengobatan di dalam Pandangan Islam 
Islam sebagai sebuah ajaran tidak hanya mengatur hubungan manusia dengan 
Tuhannya, namun juga mengatur bagaimana hubungan manusia dengan sesama 
manusia yang mencakup berbagai aspek kehidupan. Aspek kehidupan yang 
termasuk di dalamnya yaitu permasalahan tentang kesehatan. Dalam doktrin 
Islam, menjaga kesehatan lebih baik daripada menanggulangi/mengobati 
penyakit. Pelestarian kesehatan harus menjadi tujuan utama kedokteran yang 
diemban oleh dokter dan semua petugas dan pelayan kesehatan. Sepanjang sejarah 
peradaban Islam, tugas utama sistem medis adalah untuk mempertahankan 
kesehatan daripada menyembuhkan penyakit. Tugas itu sejalan dengan tujuan 
hukum Islam yang menyatakan bahwa menjaga kesehatan lebih baik daripada 
menanggulangi penyakit. Dengan kata lain tujuan penting ilmu kedokteran adalah 
untuk menyelamatkan hidup manusia dan mengurangi penderitaan makhluk 
hidup.  
“Tidaklah Allah menurunkan penyakit kecuali Dia juga menurunkan 
penawarnya.” (HR Bukhari). 
Hadist tersebut menegaskan bahwa Allah menurunkan penyakit dan juga 
menurunkan obatnya, baik penyakit tersebut muncul pada zaman Nabi ataupun 
sesudah Nabi. Segala bentuk penyakit pasti ada obatnya, tetapi semuanya 





Setiap penyakit yang muncul, Allah SWT pasti menciptalan obatnya, 
namun manusia ada yang mengetahui dan ada yang tidak mengetahui. Pada 
kenyataannya, manusia harus menyadari bahwa apabila Allah secara tegas 
memberikan petunjuk tentang pengobatan, maka petunjuk pengobatan tersebut 
bersifat absolut. Umat Islam menghidupkan kembali kepercayaan terhadap 
berbagai jenis obat dan pengobatan yang diajarkan Rasulullah SAW, seperti 
madu, jintan hitam, air mawar, cuka buah, kurma, air zam-zam, dan berbagai jenis 
makanan dan minuman yang lain. Ada juga jenis pengobatan dengan cara bekam, 
kompres, karantina, dan ruqyah.  
Firman Allah dalam QS. Yunus: 57 yang berbunyi: 
“Hai manusia, Sesungguhnya telah datang kepadamu pelajaran dari 
Tuhanmu dan penyembuh bagi penyakit-penyakit (yang berada) dalam 
dada dan petunjuk serta rahmat bagi orang-orang yang beriman” (QS. 
Yunus:57). 
Pada Surat Yunus menunjukkan bahwa Al-Qur’an merupakan obat 
penyembuh bagi penyakit hati yaitu kebodohan, keragu-raguan, serta 
kebimbangan. Di samping dapat mengobati penyakit ruhani, Al-Qur’an juga dapat 
mengobati penyakit jasmani. Yang pertama, Al-Qur’an mengajarkan cara 
bernapas secara baik, kemudian yang kedua huruf-huruf dalam Al-Qur’an ketika 
dibaca dapat melatih organ-organ di hidung, tenggorokan, dan mulut, bahkan 
organ dada dan perut. Ketiga yaitu bacaan Al-Qur’an yang merdu dapat berperan 
sebagai terapi musik. Kemudian yang keempat sebagai penyembuhan gabungan 






Bab pembahasan ini akan membahas konstruksi model kontrol optimal 
model matematika pada penyakit tumor otak glioma dengan menggunakan 
pengobatan viroterapi Oncolytic dan konsentrasi penghambat TNF-  sebagai 
pengontrol. Penyelesaian kontrol optimal menggunakan metode Prinsip 
Maksimum Pontryagin untuk selanjutnya disimulasikan secara numerik 
menggunakan software Matlab. 
3.1. Konstruksi model matematika Kontrol Optimal Pengobatan Tumor 

































1. Konstruksi Model 
Variabel      merupakan sel batang otak yang tidak terinfeksi virus pada 
waktu     dimana   menyatakan laju proliferasi sel batang otak yang tidak 
terinfeksi virus. Sel otak yang tidak terinfeksi akan berkurang yang dipengaruhi 
oleh  .   adalah laju sel batang otak yang terinfeksi virus   yang menyebabkan 
tumor, sehingga akan berkurang karena kematian sel sebesar   ,    merupakan 
laju kehilangan virus selama menginfeksi.  
Perubahan populasi sel batang otak yang tidak terinfeksi virus terhadap waktu 
dipengaruhi oleh laju   yaitu laju proliferasi sel batang otak yang tidak terinfeksi 
virus. Proliferasi adalah fase saat mengalami pengulangan siklus sel. Saat    
masuk dan dipengaruhi oleh   maka interaksi     yang merupakan gambaran dari 
sel batang otak yang terinfeksi dari   yang dipengaruhi oleh virus dengan tingkat 
infeksi tergantung dari     Saat   terinfeksi maka sel tersebut akan mati maka    
merupakan nilai tingkat kematiannya.  
Variabel      menggambarkan kepadatan sel batang otak yang terinfeksi 
virus pada waktu    . Berkurangnya efektivitas dari aksi inhibitor TNF   pada 
saat terinfeksi   maka nekrotik sel terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   akan 
mengalami kematian disimbolkan dengan  . Perubahan populasi sel batang otak 
yang terinfeksi virus terhadap waktu dipengaruhi oleh interaksi     dari 
persamaan sebelumnya. Saat efektivitas dari aksi inhibitor TNF   pada saat 
terinfeksi   berkurang maka nekrotik sel terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   
akan mengalami kematian disimbolkan dengan  . Pada saat kepadatan TNF   




dengan kepadatan TNF   maka laju kematian sel yang terinfeksi    akan 
berkurang.  
Variabel      menggambarkan kepadatan makrofag dalam waktu        
menggambarkan asal konstan dari makrofag dengan    merupakan laju kematian 
makrofag dalam kondisi normal yang sehat. Saat   mulai masuk dan tingkat 
simulasi dari makrofag oleh sel yang terinfeksi tanpa stimulus    terhadap 
makrofag   yang dipengaruhi oleh  , maka    akan mengalami kematian dalam 
kondisi normal yang sehat. Istilah     bertanggung jawab atas respon 
tumorigenik sistem kekebalan yang dipicu oleh sel yang terinfeksi    Selanjutnya 
     menggambarkan kepadatan TNF   pada waktu    .  
 
    
  menggambarkan produksi dari TNF   oleh makrofag.   merupakan 
laju produksi dari TNF   yang berbanding terbalik dengan proporsi     .    
yang merupakan banyaknya infus dari TNF   yang akan disuntikkan pada sel 
yang terinfeksi. Sedangkan   merupakan degradasi dari TNF   yang disebabkan 
oleh aksi dari sel yang terinfeksi dipengaruhi oleh sel yang terinfeksi. T
menggambarkan laju degradasi TNF  . Artinya semakin banyak TNF   yang 
dimasukkan maka kerusakan sel yang diakibatkan oleh y  tidak meluas.    juga 
dipengaruhi oleh laju nekrotik sel terinfeksi yang disebabkan oleh TNF   yang 
menyebabkan laju degradasi TNF   akan berkurang.  
Variabel      menggambarkan kepadatan virus yang menyebabkan tumor 
pada waktu    . Sebuah ukuran ledakan dari sel yang terinfeksi selama sel 
mengalami apoptosis dilambangkan dengan    Perubahan populasi kepadatan 




disebabkan oleh pasokan baru virus yang dilepaskan setelah kematian sel tumor 
yang terinfeksi. Saat   berkurang maka istilah –     menggambarkan hilangnya 
virus melalui penyerapan oleh sel-sel tumor yang tidak terinfeksi. Kemudian saat 
laju lisis virus    berkurang maka kontrol dari    infus dari virus akan 
ditambahkan. 
Tujuan kontrol optimal Oncolytic dan TNF-  inhibitor pada penyakit tumor 
otak glioma  yaitu meminimalkan penyakit dan memaksimalkan sel sehat (yang 
tidak terinfeksi). Dalam menyelesaikan kontrol optimal dari model tersebut akan 
digunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Dalam model penyakit tumor otak 
glioma dengan kontrol akan diberikan variabel kontrol       yang berupa 
viroterapi oncolytic dan       konsentrasi penghambat TNF-  inhibitor. Variabel 
kontrol       dan       akan meminimalkan sel tumor otak yang menyebar 
dilihat dari jumlah sel yang terinfeksi akan menangkap kontrol. Apabila sel tumor 
yang terinfeksi ditingkatkan maka akan menghasilkan lebih banyak virus yang 
akan menyerang tumor tersebut dengan tujuan agar sel-sel tumor tersebut tidak 
tumbuh kembali setelah diberikan kontrol tersebut. 
2. Langkah-langkah Menyelesaikan Kontrol Optimal 
Dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal, diperlukan langkah-langkah 
untuk mempermudah menyelesaikan permasalahan kontrol optimal. Adapun 
langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal adalah sebagai 
berikut: 
1) Menentukan model dengan kontrol 
2) Menentukan fungsi tujuan 
























7) Membuat simulasi numerik untuk mengetahui pengaruh kontrol 
3. Penyelesaian Kontrol Optimal Pengobatan Tumor Otak glioma dengan 
Terapi Oncolytic dan TNF- Inhibitor 
Dari subbab sebelumnya telah diperoleh model kontrol optimal pengobatan 
tumor otak glioma dengan terapi oncolytic dan TNF- inhibitor dengan kontrol 
beserta fungsi tujuannya. Untuk selanjutnya, parameter-parameter yang digunakan 
untuk memenuhi variabel-variabel tersebut berdasarkan artikel Ratajczyk, dkk 
(2018) sebagai berikut: 
Tabel 3.1 Parameter yang Digunakan dalam Model 
Parameter Deskripsi Nilai Satuan 
  
Laju proliferasi sel tumor yang 
tidak terinfeksi sebesar 0.2 perhari 
dengan laju pertumbuhan 
bergantung pada sel tumor yang 
tidak terinfeksi. 
 
    Perhari 
  
Laju sel tumor yang tidak terinfeksi 
dengan nilai 0.0002 
   
      
 dengan 
laju pertumbuhan dipengaruhi oleh 
sel yang tidak terinfeksi oleh virus 
oncolytic. 
       
   
      
 
  
Laju kehilangan virus selama 
infeksi dengan nilai 0.04 
   
      
 
dengan laju pertumbuhan 
     
   





dipengaruhi oleh sel yang tidak 
terinfeksi oleh virus oncolytic. 
  
Efektivitas dari TNF-  yang 
bernilai 0.4 perhari yang 
dibergantunng pada Kapasitas 
TNF-  dan kepadatan dari TNF-  
tersebut. 
    Perhari 
   
Laju kematian tumor yang 
terinfeksi dengan  pengaruh ukuran 
ledakan sel yang terinfeksi selama 
apoptosis sebesar 0.2 perhari. 
    Perhari 
  
Laju produksi TNF-  di makrofag 
yang bernilai 0.00286 perhari yang 
kemudian ditambahkan kontrol 
TNF- . 
        Perhari 
   
Laju degradasi TNF-  sebesar 
55.45 perhari dengan laju yang 
bergantung pada kepadatan TNF- . 
55.45 Perhari 
   
Laju kematian makrofag sebesar 
0.015 perhari dengan laju kematian 
yang bergantung pada kepadatan 
makrofag. 
      Perhari 
  
Ukuran ledakan dari sel yang 
terinfeksi selama apoptosis dengan 
besar ledakan yang berkisar 50-150 
     . 
50 – 150       
  
Ketika kapasitas batas yang 
memuat TNF-  sebesar  
0.0000005
 
   
  akan melakukan 
pertumbuhan logistik. 
          
 
   
 
  
Degradasi TNF-  disebabkan oleh 
aksi sel yang terinfeksi tumor 
dengan nilai              
perhari. 
             Perhari 
  
Asal konstan dari makrofag sebesar 
        
 
        
 
         
 
        
 
  
Tingkat simulasi dari makrofag 
oleh sel yang terinfeksi tanpa 
stimulus 
     
   
      
 
   
Laju kehilangan virus selama 
terinfeksi dengan nilai 0.1 perhari . 
0.1 Perhari 
   
Infus dari virus dengan kisaran nilai 
0-2.5
 
        
      
0 – 2.5 
 
        




   Infus dari TNF-  inhibitor   
 
Nilai parameter dari model kontrol optimal pengobatan tumor otak glioma 
dengan menggunakan terapi oncolytic dan TNF- inhibitor sudah diketahui 




20.000 ( ) ( ) 0,4 ( ) 0,2 ( ),
0,0000005 ( ) ( )
0,0000009 ( ) 0,15 ( ) ( ) ( ) 0,015 ( ) ( ),
0,00286 ( ) ( )
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0,0000005 ( ) ( )
55,45 ( ) ( ) ( ) ,
0,04 ( ) ( ) ( ) 0,5 ( ) ( ) 2,5 ( )100 ( )0,2 ( ) ( ) ( ) ,
T
v y
K t T t
t T t u t T
dv






    
 (3.3) 
Kontrol optimal yang diterapkan pada model tersebut dimisalkan dengan: 
1. 1u  merupakan infus atau suntikan dari virus oncolytic  
2. 2u merupakan konsentrasi dari TNF- inhibitor 
Kontrol 1( )u t menunjukkan banyaknya virus Oncolytic yang disuntikkan ke 
dalam sel yang terinfeksi oleh glioma sedangkan untuk 2 ( )u t menunjukkan 
banyaknya TNF- yang disuntikkan untuk megendalikan penyebaran penyakit 
glioma dengan cara menghambat produksi dari TNF- itu sendiri agar 
peradangannya tidak meluas. Jika 1 2( ) ( ) 1u t u t   maka dapat dikatakan bahwa 
pemberian kedua control tersebut efektif. Jika sebaliknya, 1 2( ) ( ) 0u t u t   maka 
pemberian control tidak efektif. Jadi pada penelitian ini akan ditentukan bentuk 
dari 1( )u t  dan 2 ( )u t  yang optimal yaitu 
*
1 ( )u t  dan 
*




kontrol diupayakan semaksimal mungkin dengan biaya yang seminimum 
mungkin. 
Berdasarkan  tujuan pada masalah kontrol optimal akan dimodelkan suatu 
fungsi tujuan yang menyatakan banyaknya sel batang otak yang tidak terinfeksi 
( )x t , banyaknya sel batang otak yang terinfeksi ( )y t , kepadatan makrofag ( )M t , 
kepadatan TNF- inhibitor ( )T t , dan banyaknya virus ( )v t serta biaya untuk 
terapi pengobatan penyakit glioma. Tujuan dari kontrol optimal ini yaitu untuk 
meminimalisir ukuran tumor (penyakit) dan memaksimalkan sel yang sehat (tidak 
terinfeksi). Hubungan antara biaya yang akan dikeluarkan untuk variabel kontrol 
  iu t  dengan sel batang otak yang tidak terinfeksi, banyaknya sel batang otak 
yang terinfeksi, kepadatan makrofag, kepadatan TNF- inhibitor, dan banyaknya 
virus memiliki hubungan yang tidak linier sehingga fungsi biaya dibentuk ke 
dalam model nonlinier dan fungsi kuadratik   
2
u t . 
Berdasarkan uraian sebelumnya, diformulasikan fungsi biaya yaitu 
2
1 1 ( )u t  dan  
2
2 2u t  dengan 1  dan 2  merupakan bobot biaya untuk variabel-
variabel kontrol. Fungsi tujuan yang diperoleh yaitu: 
        2 21 2 1 1 2 2 1 2
0
1
( ) ( )
2
ft
f fJ x t y t u t u t dt x t y t              (3.4) 
Fungsi tersebut merupakan fungsi tujuan berbentuk Bolza. Fungsi berbentuk 
Bolza merupakan gabungan dari bentuk Mayer dan Lagrange. Fungsi Mayer pada 
fungsi tujuan tersebut yaitu    1 2f fx t y t   sebagai masalah mengoptimalkan 
waktu akhir sehingga penurunan pertumbuhan sel nya dilihat pada waktu akhir. 




    2 21 2 1 1 2 2
0
1
( ) ( )
2
ft
x t y t u t u t dt         dengan tujuan memaksimalkan sel 
sehat dan meminimalisir penyebaran penyakit glioma dengan biaya kontrol 




fungsi Lagrange menunjukkan bobot yang menyatakan kepentingan dari biaya-
biaya yang bersangkutan bernilai sama. Koefisien i merupakan koefisien bobot 
dan penyeimbang dari pertumbuhan sel yang tidak terinfeksi. Adapun untuk 1
merupakan bobot yang berkolerasi dengan biaya banyaknya infus virus Oncolytic 
yang diberikan pada populasi kepadatan virus, sedangkan untuk 2 merupakan 
bobot yang berkorelasi dengan biaya banyaknya infus dari TNF- inhibitor yang 
diberikan kepada kepadatan TNF- itu sendiri. Asumsi untuk nilai awal dari 
keseluruhan populasi bernilai positif          0 0 0 0 0, , , , 0x t y t M t T t v t  . Kondisi 
batas yang diberikan adalah 
0 ft t t  . Kondisi batas untuk variabel kontrol yaitu 
   1 0,1u t   dan    2 0,1u t  . 
Selanjutnya akan diselesaikan dengan menggunakan masalah kontrol optimal 
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sehingga dapat dimisalkan 
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Kemudian untuk mendapatkan kondisi yang optimal dari 
                   , maka harus memenuhi kondisi stasioner yaitu dengan 
menyelesaikan persamaan state, co-state, dan kondisi stasionernya. 



































Diketahui untuk batas 2u  
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Jadi kendali optimal 1( )u t  dicirikan sebagai: 
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 (3.7) 
Dengan kondisi transversalnya yaitu   0i ft   untuk 1,...,5i   
  
Untuk mendapatkan solusi yang optimal maka kita substitusikan  *1u t  
dan  *2u t  yang telah diperoleh ke dalam persamaan state dan co-state. 
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4. Simulasi Numerik 
Uraian di atas telah menjelaskan bahwa persamaan state dan co-state 
diselesaikan secara numerik dikarenakan sistem tersebut berbentuk sistem 
differensial non-linier. Penyelesaian persamaan state akan disimulasikan 
menggunakan skema maju Runge-Kutta orde 4. Sedangkan untuk persamaan co-
state akan disimulasikan menggunakan skema mundur Runge-Kutta orde 4 
 Proses Diskritisisasi Sistem Persamaan 
Pada proses diskritisasi persaman state akan diselesaikan menggunakan 
skema maju Runge-Kutta orde 4: 
 1 1, 2, 3, 4,2 2   
6
i i x x x x
h
x m mx m m       
 1 1, 2, 3, 4,2 2  
6
i i y y y yy
h
y m m m m        
 1 1, 2, 3, 4,2 2  
6
i i M M M MM
h
M m m m m        
 1 1, 2, 3, 4,2 2  
6
i i T T T TT
h
T m m m m        
 1 1, 2, 3, 4,2 2  
6
i i v v v vv
h
v m m m m       (1.1) 
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Pada persamaan co-state diselesaikan menggunakan skema mundur 
Runge-Kutta orde 4. Pada penulisannya digunakan permisalan untuk proses 
diskritisasi persamaan co-state. Penyelesaian persamaan co-state menggunakan 







1, 2, 3, 4,
1
1, 2, 3, 4,
1
1, 2, 3, 4,
1
1, 2, 3, 4,
1












x x x x x x
j j
y y y y y y
j j
M M M M M M
j j
T T T T T T
j j
v v v v v v
h
m m m m
h
m m m m
h
m m m m
h
m m m m
h











    
    
    
    
    
 (1.2) 
Dengan 
 2j n i    
 
       
1, 1







         

        
 
           
1, 2
2 4 3 2 5
, jy i







       

 


















    
 
   
1, 4
2












       

   
           
  
 









     

















x x y v
m f t h hm
hm v hm hm v





      
               
      
  
2, 2 1,
2 1, 4 1, 3 1,














m f t h hm
T









         
              
         
  















m f t h hm
hm sy hm





   
       




2 1, 4 1, 2
2























   




     
               
    
       









1 1 1 1





j j j j
x y x y
j
v v
m f t h hm
hm hm x hm hm x
hm x






      
             
      
 














x x y v
m f t h hm
hm v hm hm v





      
               






2 2, 4 2, 3 2,














m f t h hm
T









         
              
         
  















m f t h hm
hm sy hm





   
       





2 2, 4 2, 2
2























   




     
               
    
       
    
  
3, 5 2,




1 1 1 1
2 2 2 2
j
v i v
j j j j
x y x y
m f t h hm
hm hm x hm hm x





      
             













x x y v
m f t h hm
hm v hm hm v





      
               
      
 
4, 2 3,
2 3, 4 3, 3 3,














m f t h hm
T









         
              
         
  


















m f t h hm
hm sy hm





   
       




2 3, 4 3, 2
2























   




     
               
    
       




1 3, 2 3,













x y v v
m f t h hm
hm hm x
hm hm x hm x

  





     
  
    
          
    
  
 
5. Grafik Perubahan Penyebaran Tumor Otak glioma tanpa Kontrol 
Berikut merupakan grafik dari persamaan model kontrol optimal pengobatan 
tumor otak glioma tanpa terapi oncolytic dan TNF   inhibitor menggunakan 
software MATLAB tanpa menggunakan kontrol pada waktu T=50 hari. Nila 
parameter yang digunakan dalam simulasi numerik diberikan pada tabel berikut: 
Tabel 3.1 Parameter yang digunakan dalam simulasi 
Parameter Deskripsi Nilai  Satuan 
  
Laju proliferasi sel 
batang otak yang tidak 
terinfeksi virus 
      Perhari 
  Laju sel batang otak 
yang terinfeksi virus 
    
   





  Laju kehilangan virus 
selama infeksi 
     
   
      
 
  
Efektivitas dari TNF-       Perhari 
   Laju kematian sel yang 
terinfeksi virus 
    Perhari 
  
Laju produksi TNF-          Perhari 
   Laju degradasi TNF-  55.45 Perhari 
   
Laju kematian 
makrofag 
       Perhari 
  
Ukuran ledakan dari sel 




Daya dukung dari  
TNF-  
          
 
   
 
  
Degradasi TNF-  
disebabkan oleh aksi 
sel yang terinfeksi 
        Perhari 
   Laju lisis virus      Perhari 
  
Asal konstan dari 
makrofag 
         
 
        
 
  
Tingkat simulasi dari 
makrofag oleh sel yang 
terinfeksi tanpa 
stimulus 
     
   
      
 
   








Gambar 3.2 Grafik perubahan Sel yang tidak Terinfeksi tanpa kontrol  x(t) 
Gambar 3.2 merupakan grafik perubahan pertumbuhan sel otak yang tidak 
terinfeksi oleh glioma tanpa diberikan terapi oncolytic dan TNF- inhibitor. Pada 
grafik diatas dengan selang waktu 50 hari, ketika sel otak yang tidak terinfeksi 
oleh glioma tidak diberikan terapi oncolytic dan TNF- inhibitor dengan nilai 
awal 0,7 akan mengalami penurunan yang drastis, hal ini dikarenakan sel sehat 
telah diserang oleh glioma. Grafik tersebut akan terus menerus menurun hingga di 
hari ke 50 menuju nilai 0.  
 




Gambar 3.3 merupakan grafik perubahan pertumbuhan sel batang otak 
yang terinfeksi glioma selama selang waktu 50 hari tanpa terapi oncolytic dan 
TNF- inhibitor. Pada grafik perubahan sel batang otak yang terinfeksi glioma 
dapat dilihat bahwa dari tahun pertama dengan nilai awal 0.1 g/cm
3
 dan akan terus 
mengalami peningkatan. Berbeda dengan sel sehat, sel yang terinfeksi oleh glioma 
akan terus menurun dikarenakan belum diberikan t erapi apapun, sehingga sel 
yang terinfeksi akan terus menerus menyerang sel sehat selama belum diberikan 
terapi apapun. 
 
Gambar 3.4 Grafik Kepadatan Makrofag tanpa kontrol M(t) 
Pada gambar 3.4 merupakan grafik perubahan kepadatan makrofag tanpa 
terapi oncolytic dan TNF- inhibitor. Seperti halnya sel yang terinfeksi oleh 
glioma, makrofag juga akan terus meningkan dari nilai awal di hari pertama 0,1 
g/cm
3
 dan akan terus mengalami peningkatan hingga di hari ke 50 sebesar 0,198 
g/cm
3
. Jadi sebelum diberikan terapi apapun kepadatan makrofag akan terus 
mengalami peningkatan karena fungsi makrofag sendiri adalah untuk pertahanan 





Gambar 3.5 Grafik Kepadatan TNF-  tanpa kontrol  T(t) 
Gambar 3.5 merupakan grafik perubahan TNF- sebelum diberikan terapi 
Oncolytic dan TNF-  inhibitor. Grafik tersebut menunjukkan perubahan terus 
meningkat dimulai dari hari pertama dengan nilai awal 0 akan terus meningkat 
hinga hari ke 50 sebesar 
31,5 10  g/cm3.  TNF- akan terus mengalami 
peningkatan dikarenakan TNF-  merupakan alarm bagi sel batang otak bahwa 
otak tersbut sedang mengalami peradangan atau inflamasi. Semakin besar sel 
batang otak yang terinfeksi, maka inflamasi atau peradangan pada otak juga 






Gambar 3.6 Grafik Kepadatan Virus tanpa kontrol ( )v t  
Gambar 3.6 merupakan grafik perubahan kepadatan Virus. Sama halnya 
dengan TNF- , sebelum diberikan terapi Oncolytic dan TNF- inhibitor, 
kepadatan virus akan terus menerus mengalami peningkatan dimulai dari hari 
pertama dengan nilai awal 0 sampai di hari ke 50 nilainya menjadi 
54,1 10  
g/cm
3
. Virus akan terus menerus mengalami peningkatan jika terapi Oncolytic dan 













6. Grafik Perubahan Penyebaran Tumor Otak glioma dengan Kontrol 
 
Gambar 3.7 Grafik perubahan sel yang tidak terinfeksi dengan kontrol x(t) 
Gambar 3.7 merupakan grafik perubahan sel batang otak yang tidak 
terinfeksi glioma. Gambar tersebut menunjukkan perubahan dimulai pada hari ke-
25. Dimulai pada hari ke-25 sel yang awalnya tidak terinfeksi glioma dan 
kemudian terinfeksi sebelum diberikan terapi, kemudian setelah terapi sel sehat 
akan mengalami peningkatan yang drastis. Itu artinya, terapi dengan 
menggunakan Oncolytic dan penghambat TNF- bekerja dengan baik. Sel sehat 
akan terusmengalami kenaikan sehingga seorang pasien yang terserang tumor 
otak glioma ada harapan untuk bisa sembuh. Dengan nilai awal 0, sel sehat akan 









Gambar 3.8 Grafik perubahan sel yang terinfeksi dengan kontrol y(t) 
Gambar 3.8 merupakan grafik perubahan sel batang otak yang terinfeksi 
oleh glioma. Gambar tersebut menunjukkan penurunan yang drastis. Dimulai pada 
hari ke-0 dengan nilai 0,1 g/cm
3
 sebelum diberikan terapi, sel batal otak yang 
terinfeksi akan mendekati nilai 0. Itu artinya di hari ke-25 hingga hari ke-50 grafik 








Gambar 3.9 merupakan grafik kepadatan makrofag yang mengalami 
puncak kenaikan di hari ke-10 kemudian perlahan akan mengalami penurunan 
karena diberikan terapi. Setelah hari ke-10 hingga hari ke-50 makrofag terus 
menerus hingga nilai 0.099 g/cm
3
. Hal itu dikarenakan sel batang otak yang 
terserang glioma semakin berkurang. Akibatnya, grafik tersebut mengalami 
penurunan yang drastis. 
 
Gambar 3.10 Grafik kepadatan TNF- dengan kontrol T(t) 
Gambar 3.10 merupakan grafik kepadatan TNF- dengan kontrol. Pada hari 
ke-0 diberikan terapi, akan mengalami kenaikan yang drastis hingga ke nilai 0.0005 
g/cm
3





Gambar 3.11 Grafik kepadatan virus dengan kontrol v(t) 
Gambar 3.11 merupakan grafik kepadatan virus setelah diberikan terapi 
berupa kontrol. Gambar tersebut menunjukkan kenaikan dimulai dari hari ke-0 
hingga hari ke 9 sebesar 14   -5 g/cm3. Kemudian akan perlahan turun hingga 
mencapai nilai 0 dan konstan hingga hari ke 50.  
 
3.2. Fenomena Otak dan Akal dalam Al-Qur’an 
Kontrol optimal pengobatan tumor otak glioma denga menggunakan terapi 
Onclytic dan TNF- inhibitor merupakan upaya untuk meminimalisir penyakit 
tumor otak glioma dan memaksimalkan jumlah sel sehat. Otak adalah organ 
tubuh manusia yang posisinya ditempatkan Tuhan secara terhormat di bagian 
atas tubuh manusia dan terlindungi dengan kokoh di bagian dalam tengkorak 
(batok) kepala. Posisi otak ini merupakan simbol yang menunjukkan bahwa 
manusia lebih mulia terhadap makhluk ciptaan Tuhan lainnya, misalnya 
hewan yang lokasi dan posisi otaknya sejajar dengan bagian tubuh terhina dan 




tumbuhan yang tidak mempunyai otak dan tidak diketahui dimana posisi 
otaknya jika ada. Pada penelitian konstruksi model kontrol optimal 
pengobatan tumor otak glioma, bagian otak yang diserang oleh tumor yaitu 
batang otak. Batang otak (brainstem) berada di dalam tulang tengkorak yang 
terletak di bagian dasar yang terhubug sampai ke saraf tulang belakang. 
Batang otak (brainstem) memiliki fungsi yang dapat mengatur seluruh 
kehidupan yang mendasar pada manusia, misalnya mengatur sistem 
pernapasan, mengatur proses pencernaan, mengatur suhu tubuh serta sebagai 
sumber insting dasar manusia pada saat mengalami kondisi yang buruk. 
Otak adalah organ tubuh yang bukan hanya manusia, binatangpun 
memilikinya. Ketika otak bekerja dan salah satu kerja otak itu adalah berpikir, 
maka otak yang bekerja atau berfungsi tersebut disebut akal. Orang yang tidak 
berotak adalah orang yang tidak menggunakan otaknya berfungsi atau 
berpikir. Ayat yang berkaitan dengan otak adalah ubun-ubun. Terdapat dalam 
QS. al-Alaq ayat 15-16: 
“Ketahuilah, sungguh jika dia tidak berhenti (berbuat demikian) 
nicaya Kami tarik ubun-ubunnya. (yaitu) ubun-ubun orang yang 
mendustakan lagi durhaka”.  
Menurut Allah SWT kelebihan manusia dengan binatang, tumbuhan dan 
manusia lainnya adalah terletak pada berfungsi atau tidaknya otak untuk 
berpikir (Asti, 2018). 
Apabila otak diserang oleh penyakit, maka seluruh kegiatan tubuh akan 
terhambat. Namun, menurut H.R Bukhari Muslim, tidak ada penyakit yang 




menurunkan penyakit dan juga menurunkan obatnya, baik penyakit tersebut 
muncul pada zaman Nabi ataupun sesudah Nabi. Segala bentuk penyakit pasti 
ada obatnya, tetapi semuanya tergantung kepada makhluk hidup dalam usaha 








Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat diambil kesimpulan sebagai  
berikut: 
Penyelesaian kontrol optimal model pertumbuhan penyakit tumor otak 
glioma diselesaikan dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin 
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Terapi dengan virus Oncolytic dan penghambat TNF-  efektuf dalam 
menekan pertumbuhan tumr otak glioma dilihat dari perubahan grafik 







Pada penelitian ini telah dibahas mengenai kontrol optimal model 
tumor otak glioma  dengan kontrol dan tanpa kontrol. Penelitian selanjutnya 
dapat dikembangkan dengan menganalisis kestabilan pengobatan model 
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Lampiran 1 M-File untuk Menggambarkan Simulasi Model Tumor Otak 


































































Lampiran 2 M-File untuk Menggambarkan Simulasi Model Tumor Otak 
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